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Resumen
En este trabajo se presenta un concepto cla´sico de la topolog´ıa algebraica:
La homolog´ıa. La importancia de los grupos de homolog´ıa radica en que
estos grupos son invariantes topolo´gicos, es decir, que por medio de ellos
sabemos cuando dos espacios topolo´gicos son homeomorfos. Desarrollamos
algunos ejemplos para permitir una mejor comprensio´n al lector.
Introduccio´n
Uno de los invariantes topolo´gicos ma´s conocidos y al que es ma´s fa´cil introducirse
es la homolog´ıa (en este caso simplicial). Estudiamos los grupos de homolog´ıa pues
el problema de determinar si dos espacios topolo´gicos son o no homeomorfos no
tiene solucio´n general, y la homolog´ıa es uno de los me´todos para saber cuando
dos espacios topolo´gicos no son homeomorfos.
Los grupos de homolog´ıa son grupos abelianos que son invariantes topolo´gicos
que sirven para la clasificacio´n de superficies compactas, es decir, que por medio
de ellos es posible aplicar resultados algebraicos a problemas topolo´gicos. Estos
grupos proporcionan un listado de superficies compactas no homeomorfas entre
si, de manera que cualquier otra superficie compacta resulta homeomorfa a alguna
de las listadas. La homolog´ıa tiene como fin asignar una estructura de grupo a
ciclos de una variedad M que no son frontera de ninguna subvariedad de M . Para
aclarar esta idea necesitamos las siguientes definiciones.
1. Simplejos y complejos simpliciales.
Los simplejos son los ana´logos a los tria´ngulos en otras dimensiones, y son los
objetos con los cuales se trabaja en homolog´ıa. Es decir, un r-simplejo es un
objeto r-dimensional en algu´n espacio Rn, n > r.
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Definicio´n 1.1. Formalmente un r-simplejo es un conjunto σr, donde
σr =
{
x ∈ Rn | x =
r∑
i=0
cipi, ci ≥ 0,
r∑
i=0
ci = 1, pi ∈ Rn
}
.
Un 0-simplejo (P0) es un punto o ve´rtice que sera´ denotado σ0 y tiene como
gra´fico a: • P0.
Un 1-simplejo (P0P1) es una l´ınea o eje, que va desde el punto P0 hasta el punto
P1, se denota por σ1, y su gra´fico es:
P0 P1
Un 2-simplejo (P0P1P2) es un tria´ngulo con su interior, considerado con la orien-
tacio´n contraria a la de las manecillas del reloj, es denotado por σ2, y su gra´fico es:
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Un 3-simplejo (P0P1P2P3) es un tetraedro so´lido, denotado por σ3 y su gra´fica es:
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Se define de forma natural las caras de un r-simplejo como aquellos simplejos de
menor dimensio´n, es decir, los s-simplejos ( 0 ≤ s ≤ r) que lo conforman. Esta
relacio´n (ser cara de) se denota como σr ≤ σr+1, por ejemplo σ0 ≤ σ1, o de forma
menos convencional (P0) ≤ (P0P1). Tambie´n notaremos que (P0P1) = −(P1P0).
Definicio´n 1.2. UnComplejo Simplicial K, es un conjunto finito de simplejos
en Rn que satisface:
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1. Una cara arbitraria σ∗ de un simplejo σ de K, pertenece a K, es decir, si
σ∗ ≤ σ entonces σ∗ ∈ K.
2. Si σ∗ ∈ K y σ ∈ K entonces σ∗ ∩ σ = ∅, o´ σ∗ ∩ σ ≤ σ y σ∗ ∩ σ ≤ σ∗.
Por definicio´n, la dimensio´n de un complejo simplicial K sera´ la dimensio´n del
mayor simplejo que pertenezca a K. A continuacio´n vemos un ejemplo de una
figura que no satisface la definicio´n de complejo simplicial:
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La siguiente figura representa un complejo simplicial.
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2. Grupos de homolog´ıa de complejos
simpliciales.
Definicio´n 2.1. El Grupo de r-cadenas Cr(K) de un complejo simplicial K
es un grupo abeliano libre generado por los r-simplejos de K, para la definicio´n
de grupo libre ver ([6]). Si r ≥ dimK, Cr(K) se define como cero. Un elemento
c ∈ Cr(K) se expresa como: c =
∑Ir
i=1 ciσr,i, (1 ≤ i ≤ Ir) donde ci ∈ Z, y donde
el ı´ndice Ir es el cardinal del conjunto de los r-simplejos de K. La estructura de
grupo esta´ dada por:
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La adicio´n de dos r-cadenas, c =
∑
i ciσr,i y c
∗ =
∑
i c
∗
iσr,i es
c + c∗ =
∑
i(ci + c
∗
i )σr,i; el elemento unidad es 0=
∑
i 0σr,i y el inverso de c es
−c=∑i(−ci)σr,i. As´ı Cr(K) es un grupo abeliano libre, Cr(K) ∼= Z⊕Z⊕ ...⊕Z,
donde Z se suma consigo mismo Ir-veces. Por ejemplo, el grupo de 1-cadenas
asociado a un tria´ngulo es:
C1(K1) ∼= {i(P0P1) + j(P1P2) + k(P2P0) | i, j, k ∈ Z}
∼= Z⊕ Z ⊕ Z,
y el grupo de 1-cadenas asociado a un cuadrado de ve´rtices P0, P1, P2 y P3 es:
C1(K2) ∼= {i(P0P1) + j(P1P2) + k(P2P3) + l(P3P4) | i, j, k, l ∈ Z}
∼= Z ⊕ Z⊕ Z⊕ Z.
Definicio´n 2.2. El Operador Frontera ∂r es una funcio´n definida de Cr(K)
a Cr−1(K) que actu´a linealmente sobre todo elemento c =
∑Ir
i=1 ciσr,i de Cr(K)
como ∂rc =
∑Ir
i=1 ci∂rσr,i. En la formula anterior, la frontera ∂rσr de un r-simplejo
σr = (P0P1P2...Pr) es una (r − 1)-cadena definida por:
∂rσr ≡
∑r
i=0(−1)i(P0P1...′Pi...Pr) donde el punto ′Pi se omite.
Por ejemplo, al calcular la frontera del 2-simplejo (P0P1P2) obtenemos:
	
	
	
	
 



P1 P2
P0
∂2(P0P1P2) = (−1)0(P1P2) + (−1)1(P0P2) + (−1)2(P0P1)
= (P0P1) + (P1P2) + (P2P0)
= (P0P1) + (P1P2)− (P0P2)
y al calcular la frontera del 3-simplejo (P0P1P2P3) obtenemos:
P0
P1
P3
P2
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∂3(P0P1P2P3) = (P0P3P1) + (P1P2P3) + (P3P0P2) + (P2P1P0)
= (−1)0(P1P2P3) + (−1)1(P0P2P3) + (−1)2(P0P3P1)
+ (−1)3(P0P1P2)
= (P1P2P3)− (P0P2P3) + (P0P3P1)− (P0P1P2)
Los r-simplejos c, c ∈ Cr(K), tales que ∂rc=0 son llamados r-ciclos. El con-
junto de r-ciclos, denotado por Zr(K), es un subgrupo de Cr(K). Si r= 0,
∂0c= 0 y Z0(K)= C0(K).
Sea K un complejo simplicial de orden n y sea c ∈ Cr(K), si existe un elemento
d, d ∈ Cr+1(K), tal que c = ∂r+1d entonces c es llamado una r-frontera. El
conjunto de todos los elementos de Cr(K) que son r-fronteras, denotado por
Br(K), es un subgrupo de Cr(K) . Por la definicio´n de Cr(K) cuando r > n,
Bn(K) es cero.
Veamos un ejemplo: ∂1(P0P1) = P1−P0 es una frontera, y como P1−P0 	= 0 esta
frontera no es un ciclo. Pero la frontera de un tria´ngulo es ∂1(P0P1)+ ∂1(P1P2)+
∂1(P2P0) = P1 − P0 + P2 − P1 + P0 − P2 = 0 s´ı es un ciclo. Para proseguir con el
desarrollo de nuestra discusio´n es obligatorio considerar el siguiente lema.
Lema 2.3. La funcio´n de composicio´n ∂r−1 •∂r : Cr(K)→ Cr−2(K) es la funcio´n
cero, i.e., ∂r−1 (∂r(σ)) = 0 para todo σ = (P0...Pr−1Pr) ∈ Cr(K).
Demostracio´n: Tenemos que ∂rσ =
∑r
i=0(−1)i(P0...P ′i ...Pr), por tanto
∂r−1(∂rσ) =
∑
j<i
(−1)i(−1)j(P0...P ′j...P ′i ...Pr)
+
∑
j>i
(−1)i(−1)j−1(P0...P ′i ...P ′j...Pr)
=
∑
j>i
[(−1)i+j + (−1)i+j−1](P0...P ′i ...P ′j...Pr) = 0,
obteniendo el resultado deseado.
Como ejemplos veamos que la frontera del 2-simplejo (P0P1P2) es:
∂2(P0P1P2) = (P0P1) + (P1P2) + (P2P0)
= (P0P1) + (P1P2)− (P0P2)
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Calculemos nuevamente su frontera,
∂1[∂2(P0P1P2)] = ∂1[(P0P1) + (P1P2)− (P0P2)]
= P1 − P0 + P2 − P1 + P0 − P2 = 0
Surgen algunas preguntas en este tratamiento: ¿Habra´ alguna relacio´n entre el
grupo de r-ciclos (Zr(K)) y el grupo de r-cadenas (Cr(K))? ¿Para que´ sirven
los r-ciclos?. La respuesta a la primera pregunta es que la homolog´ıa tiene como
fin asignar una estructura de grupo a los ciclos de una variedad M que no son
frontera de ninguna subvariedad de M . La respuesta a la segunda pregunta es
que los grupos de homolog´ıa son invariantes topolo´gicos.
Teorema 2.4. Sean Zr(K) y Br(K) el grupo de r-ciclos y el grupo de r-fronteras
de Cr(K), respectivamente, entonces Br(K) ⊂ Zr(K).
Demostracio´n: Esto es muy fa´cil de ver si utilizamos el Lema anterior, pues si
c ∈ Br(K) entonces c = ∂r+1(d) para algu´n d ∈ Cr+1(K); luego encontramos que
∂r(c)=∂r (∂r+1(d))=0; por lo tanto c ∈ Zr(K). Esto implica que Br(K) ⊂ Zr(K).
Como resultado del anterior Teorema introducimos la siguiente definicio´n.
Definicio´n 2.5. El r-e´simo Grupo de Homolog´ıa Hr(K), 0 ≤ r ≤ n aso-
ciado a un complejo simplicial K, K n-dimensional, es Hr(K) ≡ Zr(K)/Br(K),
y Hr(K)=0 si r ≥ n, o, si r ≤ 0. Como Br(K) es subgrupo de Zr(K), Hr(K) es
el conjunto de clases de equivalencia de r-ciclos,
Hr(K)={[z] | z ∈ Zr(K)}.
Dos r-ciclos z y z∗ esta´n en la misma clase de equivalencia si y so´lo si z − z∗ ∈
Br(K), e´sto se denota z ∼ z∗, o, [z]=[z∗] y se dice que z es homo´logo a z∗.
Geome´tricamente esto dice que z − z∗ es frontera de algu´n r + 1-simplejo, o de
alguna r + 1-cadena.
Para establecer el teorema que afirma que los grupos de homolog´ıa son invariantes
topolo´gicos necesitamos las siguientes nociones: Si cada simplejo de un complejo
simplicial K, es visto como un subconjunto de Rn, la unio´n, obviamente, sera´ un
subconjunto de Rn. Este conjunto recibe el nombre de Poliedro del complejo
simplicial K, y es denotado como |K|; por definicio´n dim|K|=dimK.
Un espacio topolo´gico X se dice triangulable si existe un complejo simplicial K
y un homeomorfismo f: |K| → X. A la pareja (K, f) se le llama triangulacio´n de
X. Trataremos aqu´ı so´lo espacios que sean triangulables.
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Teorema 2.6. Los grupos de homolog´ıa son invariantes topolo´gicos. Sean
X y Y dos espacios topolo´gicos homeomorfos, n-dimensionales, y sean (K, f) y
(L, g) triangulaciones de X y Y respectivamente, entonces: Hr(K) ∼= Hr(L), para
r = 0, 1, ..., n; en particular, si (K, f) y (L, g) son triangulaciones de X, entonces,
Hr(K) ∼= Hr(L), para todo r = 0, 1...n.
Un complejo simplicial K, es arco-conexo si para todo par de 0-simplejos de
K, Pi y Pj, existe una sucesio´n de 1-simplejos (PiPk), (PkPl)...(PmPj) tal que
∂1((PiPk) + (PkPl) + ... + (PmPj)) = Pi − Pj , es decir que Pi es homo´logo Pj.
Si K es arco-conexo entonces no es posible representar a K como la unio´n de
dos conjuntos abiertos disjuntos, no vac´ıos, esto es K es conexo, es decir, que ser
arco-conexo implica ser conexo. Esto origina el siguiente Teorema.
Teorema 2.7. Si K es un complejo simplicial conexo, entonces: H0(K) = Z.
3. Ejemplos del ca´lculo de los grupos de
homolog´ıa.
1. Sea K = {P0, P1} un complejo simplicial compuesto de dos 0-simplejos. Por
definicio´n Z0(K)=C0(K), y B0(K)=0, pues los 0-simplejos no son frontera
de ningu´n simplejo de orden menor.
Como C0(K)={iP0 + jP1 | i, j ∈ Z} ∼= Z ⊕ Z, entonces,
H0(K) ∼= [Z0(K)/B0(K)]= C0(K) ∼= Z⊕ Z. Recordemos que si r ≥ dimK,
entonces Hr(K)=0, luego:
Hr(K) =
{
Z⊕ Z r = 0,
0 r 	= 0
2. Sea K={P0, P1, P2, (P0P1), (P1P2), (P2P0)} una triangulacio´n del c´ırculo,
S1. Como K no tiene 2-simplejos entonces B1(K) = 0 y
H1(K) = Z1(K)/B1(K) = Z1(K). Tomamos un elemento z ∈ Z1(K) tal
que z = i(P0P1) + j(P1P2) + k(P2P0) para i, j, k ∈ Z, que cumpla la condi-
cio´n:
∂1z = i(P1 − P0) + j(P2 − P1) + k(P0 − P2)
= (k − i)P0 + (i− j)P1 + (j − k)P2 = 0.
Esto se satisface si i = j = k, por tanto tenemos que Z1(K) = {i[(P0P1) +
(P1P2) + (P2P0)] | i ∈ Z}, donde se muestra que Z1(K) es isomorfo a Z y
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que
H1(K) = Z1(K) ∼= Z.
Tenemos adema´s que H0(K) ∼= Z pues el c´ırculo, S1, es conexo.
3. La cinta de Mo¨bius.
La cinta de Mo¨bius se obtiene del recta´ngulo [0, 1] × [0, 1] identificando
el punto (0, y) ∈ {0} × [0, 1] con el punto (1, 1 − y) ∈ {1} × [0, 1]. Una
triangulacio´n, para la cinta de Mo¨bius, se obtiene de una triangulacio´n del
recta´ngulo [0, 1]× [0, 1], siguiendo las identificaciones dadas por las flechas,
del siguiente modo:
P0
P1 P4
P2 P3 P1
P5 P0
De forma clara B2(K)=0, pues la cinta no es frontera de ninguna 3-cadena.
Ahora, si tomamos un elemento z ∈ Z2(K) tal que
z = i(P0P1P2)+j(P2P1P4)+k(P2P4P3)+l(P3P4P5)+m(P3P5P1)+n(P1P5P0),
el elemento z so´lo se anula cuando todos los coeficientes son cero, es decir, si
i = j = k = l = m = n = 0, entonces Z2(K) = 0 luego
H2(K) ∼= Z2(K)/B2(K) ∼= {0}.
Para hallar H1(K) tomaremos un camino cerrado (formado por 1-simplejos)
tal que recorre toda la triangulacio´n de la cinta de Mo¨bius y tal que tiene
el mismo 0-simplejo inicial y final. A este camino lo denotaremos por z. El
ca´lculo directo, fa´cilmente nos demuestra que cualquier otro camino cerrado
z∗, sobre la misma triangulacio´n, es homo´logo a z (o es homo´logo a algu´n
mu´ltiplo suyo) pues z − z∗, siempre encierra una superficie es esta triangu-
lacio´n. Tomemos por ejemplo: z = (P0P1) + (P1P4) + (P4P5) + (P5P0) y
z∗ = (P1P2) + (P2P3) + (P3P5) + (P5P1), (ver gra´fica), entonces, z − z∗ =
∂2{(P2P1P4) + (P2P4P3) + (P3P4P5) + (P1P5P0)}, es decir que z ∼ z∗.
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No es dif´ıcil verificar que todo camino cerrado sobre esta triangulacio´n es
homo´logo a nz, para n ∈ Z. As´ı H1(K) es generado por un so´lo elemento:
el 1-simplejo z, luego H1(K) = {i[z]|i ∈ Z} ∼= Z. Finalmente, como K es
conexo, tenemos por el Lema anterior que H0(K) = Z.
4. Consideremos el toro T 2. La superficie del toro no es frontera de ninguna
3-cadena, es decir, B2(T
2)=0. Esto implica que H2(T
2) es generado, por un
solo generador: la superficie misma, por tanto H2(T
2) ∼= Z.
Ahora calculemos H1(T
2). Claramente los lazos a y b de la figura no tienen
frontera y no son frontera de ninguna 2-cadena. Mientras que si tomamos un
lazo a∗, a∗ ser´ıa homo´logo a a, por que a− a∗ es frontera de una superficie.
Por tanto H1(T
2) es finitamente generado por a y b, as´ı H1(T
2) ∼= Z ⊕ Z.
Como T 2 es conexo cualquier par de 0-simplejos son homo´logos, es decir,
que dados Pi y Pj siempre es posible encontrar (usando la triangulacio´n de
T ) un 1-simplejo c, tal que ∂c = Pi − Pj . As´ı H0(T 2) es generado por uno
cualquiera de sus 0-simplejos, es decir, tenemos H0(T
2) ∼= Z.
b
a∗a
El lector interesado en estos temas encontrara´ que este escrito fue extra´ıdo prin-
cipalmente del libro de M. Nakahara. Esperamos que e´sta introduccio´n al tema,
sirva de motivacio´n a la lectura de temas avanzados en el a´rea.
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